CLASES DE CONJUNTOS É 


N= Conjunto de los números naturales . 
N=40, 1,23, 2H 000 






N*= conjunto de los números naturales,ex- 
ceptuando el cero. 





Z= Conjunto formado por los números en- 
teros. 


ZN 7, 3 2 O a 


También se anota: 

Z=(0£1,t2,13,+4,...) 
Subconjuntos de Z: 

zZ*= 2-10) 
' Z =íx€Z1x>0) = 
' Z_=ixeZ|x<0) 
| Z*=IxeZ1x>0)] 
' Zi=lxeZ|x<o0! 


' : —] pan 
BA 






- Conjunto formado por los números ra- 
cionales (enteros y fraccionarios). 


Qer.—8; > SS 5 = 
a 
E Subconjuntos de Q; 
| Q*=Q-10) 


Q,=|x8Q1x>0) 
Q-=(x€Q |x<0; 
Q= [xQ Ix>0) 
Q=|x€QIx<O)! 


|= Conjunto formado por los números irra- 
cionales. 
-—R= Conjunto formado por los números rea- 
les. 
R=QUI 





OPERACIONES CON CONJUNTOS 


Intersección 








AB Se llama intersección de los 
conjuntos A y B, al conjunto 
C, formado por los elemen- 
tos comunes aA y aB. 


SS=C 


Se usa el símbolo N y se nota C=ANB 





En notación simbólica E S 
ANB=|xIlxeAyxeB! 





| La intersección de tres conjuntos se ano- 
ta. : AS 
| NA, B,C) 


Propiedades de la intersección 
a) Conmutatividad > ANB=BNA 


| b) Asociatividad > AN (BN C)=(ANB)AC o 


c) Idempotencia > AN A=A 


E 









Unión o reunión de conjuntos 
A B Se llama unión o reunión de ; 


; los conjuntos A y B, al con- 
junto C formado por los ele- 
mentos que pertenezcan a 


SS A, aB y ala intersección de 
SS=c A con B. 


Se usa el símbolo U y se anota C=A UB 
En notación simbólica 
AUB=/x€A0xE€B] 
La unión de tres conjuntos se anota 
o UIA,B,C]. 





Propiedades de la unión 

a) Conmutatividad > AUB=BUA $ 

b) Asociatividad 
AU(BUC)=(AUB)UC 

c) Idempotencia >AUA=A 





La intersección es distributiva, respecto 
ala unión. 


id A 





y $ Pa 


AN(BUC)I=(ANBJU(ANC) 





Diferencia de conjuntos ; E 





Llamamos diferencia de dos | 
conjuntos A y B y en este E 
orden, aotro conjunto C cu- 


yos elementos pertenecena / 
SX=cC A pero no aB. 


Se anota C=A=B. 





En notación simbólica A 
A-B=|x IxE A y x£B) O 


Conjuntos complementarios 


En el caso particular en que PR 
A esté incluido en B, la dife- 
rencia B-A,se llama comple- 
mento de A con respecto a B 
y se anota: 





Có=IxIxeByxZ£A: ACB] 















, uando no se especifica respecto a qué 
conjunto es la complementación, se sobren- 
tiende que es respecto al conjunto úniversal 
y se anota de cualquiera de las siguientes for- 
mas: A'o AS 


LEYES DE MORGAN 


Primera.- El complemento de la unión, es 
la intersección de los complementos. 


(AUB)=A'NB' 
, Segunda.- El complemento de la intersec- 
ción, es la unión de los complementos. 
(ANB)=A"UB' 
Producto cartesiano.- Dados dos conjuntos 
no vacíos, A y B, formamos todos los pares 


cuya primera componente pertenezca a A y 
la segunda a B. 


El conjunto así formado se llama produc- 
to cartesiano y se anota AX B. 
En notación simbólica 
AXB=!(ab) la€Aybe€B) 


E < 


a > > e 


AXA seanota A? 
RXR=R?=/(x, y) lx€ R, ye R] 


LEY DE COMPOSICION INTERNA 


Dado un conjunto A y proveerlo de una 
ley de composición interna, es definir una 
aplicaciónf: AXA>A. 


Ley de composición interna definida en * 
un conjunto, es toda regla que permite asig- 


nar a cualquier par de elementos del conjun- 
to, otro elemento del mismo conjunto. 


Un conjunto A dotado de una ley inter- 
na * se anota (A, x) 


PROPIEDADES QUE PUEDE TENER UNA LEY : 


DE COMPOSICION INTERNA 


Clausura.- (Ley de composición interna 


cerrada.) Cuando para todos los pares (a, b) 
EAXA, siempre hay una imagen que per- 
tenece a A. 











o 


1 




















E Se anota a*b=b*a. 


todo elemento a, b y c que pertenecen 
, se cumple. 


la *b)*cza*(b*c) 


Es decir, que al operar a con b y el resul- 
tado obtenido operarlo con c, da el mismo 
resultado que al elemento a operarlo con el ; 
compuesto de b * c. 


Cuando la ley * es asociativa y conmuta- ' 
tiva al mismo tiempo, el compuesto de la 
expresión, es independiente del orden de los 
componentes y de la asociación de éstos. 








E 
ELEMENTOS NOTABLES DE UNA 
- LEY INTERNA. 





e tal que para todo a€ A se cumple: 
a*te=e*a=a 
Decimos que e es el elemento Pat: des E 
j 

) 


dicha ley y si la ley posee un elemento neu: 
tro, es único. 


Elemento simétrico.-Si una ley interna + 
sobre A, posee elemento neutro e, se dice 
que a'€ A es el simétrico de a€ Ay se cum- 7 
ple: ; 

a* a =a *a=e 

Si todo elemento del conjunto A tiene un 4 
simétrico con respecto a una ley dada * de 3 
cimos que esta ley ha simetrizado al conjun- : a 
to A. y 

Cuando un elemento a€ A tiene simétri- 
co, éste es único. s E 





Si la ley es asociativa y los eleméntos ay 
b tienen simétricos, el compuesto dea * b 
también tiene simétrico. Y 










bo 


y 


Elemento regular.- Si para todo a y b que 
pertenecen a A dotado de una ley interna * 
se cumple: 


x*a=x*b 


a*x=b*x 


' resulta a=b 


Siendo x€ A, decimos que x es un ele- 
mento regular. 

Cuando un elemento x € A es regular pa- 
ra la ley * definida en A, decimos que el con- 
junto Ar es simplificable para la ley * por el 
elemento x. 


LEY BINARIA DE COMPOSICION 
EXTERNA 


Dados dos conjuntos A=/a, b, c, d, ...) y 
B=|a, B, y, 6, ...j llamaremos ley binaria de 
composición externa, a toda regla que hace 
corresponder a cada par ordenado (a, a) del 
producto AX B, un elemento perfectamen- 
te determinado de B. 


== 40:= 





Al conjunto A se le llama dominio de ope- 
radores. S 


También se llama ley binaria de composi- 
ción externa, a toda regla que permite aso- 
ciar a ciertos pares (a, b)€ AX A, con un 
elemento perfectamente determinado del 
conjunto B. 


p ==: 


ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 


Si sobre un conjunto A se define una o 
más leyes de composición interna y otros 
conjuntos definen sobre A otra ley o leyes” 
de composición externas y estas leyes están 
relacionadas entre si por propiedades (distri- 
butiva, conmutativas, etc), se dice que sobre 
A se ha definido una estructura algebraica. j 


Estructura de semigrupo.- Se dice que un 


conjunto A no vacío dotado de una ley in- 
terna * tiene estructura de semigrupo, si di- 
cha ley posee las siguientes propiedades. 


a) La ley * tiene propiedad de clausura 
(cerrada). . 


to 


PA 
A 








$ 










b) La ley * es asociativa. 


Estructura de grupo.- Cuando la ley * po- 
see las siguientes propiedades: 


a) La ley * tiene propiedad de clausura 
| (cerrada). 


b) La ley * es asociativa. 
c) La ley * tiene elemento neutro. 


d) Todo elemento tiene su simétrico. 


Estructura de grupo conmutativo o abe- 
“liano.- Cuando la ley * posee las siguientes 
propiedades: 





a) La ley * tiene propiedad de clausura 


(cerrada). 
y b) La ley * es asociativa. 
j €) La ley * tiene elemento neutro. 


d) Todo elemento tiene su simétrico. 


e) La ley * es conmutativa. 


ES 


MA, 













Estructura de anillo.- Si a un grupo abe- 
liano A le dotamos de una segunda ley ¡n- : 
terna, que es asociativa con respecto a la priz 
mera, decimos que al conjunto A le hemos 
conferido estructura de anillo. 


Estructura de anillo conmutativo.- Si a 
un grupo abeliano A, le dotamos de una se- 
gunda ley interna que es asociativa y distri 
butiva con respecto a la primera y además 
esta segunda ley es conmutativa, decimos. 
que al conjunto A le hemos conferido es- 
tructura de anillo conmutativo. p 





Estructura de cuerpo.- Todo conjunto A 
se dice que tiene estructura de cuerpo cuan- - 
do se pueden definir en él dos operaciones . 
o leyes de composición internas distintas, 
tales que: 19) Respecto a la primera ley el 
conjunto A sea un grupo abeliano. 2”) Res- 
pecto a la segunda ley, el conjunto A cons-. 
tituya un grupo, y 3”) Que la segunda ley ; 
sea distributiva respecto a la primera. DS 
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egada, se llama función de A en B y se ano- 
taf: A>B, auna relación entre los ele- 
mentos de dichos conjuntos, de tal manera 

ue atodo elemento de a€ A, le correspon- 
de un'elemento b€ B y nada más que uno, 
que verifica dicha relación. 


Al conjunto A se le llama dominio de de- 
ición o simplemente dominio, al conjun- 
to B:se le llama dominio de valores o codo- 


Al elemento b€ B que corresponde al ele- 
YE mento aE A por la o f se le llama 
imagen y se anota f(a) = 


Se llamaimagen de A según f, recorrido o 
rango, alsubconjunto de B, formado por los 
elementos que son imagen de algún elemen- 
to de A, Se anota f(A). 

Cuando el subconjunto A (dominio) es 
un subconjunto de R, se llama función de 
3 variable real. 









Los > Se 


Cuando el conjunto B (codominio) es el 
conjunto R, se llama función real. : 
En general las funciones reales de una va- 

riable real se escriben: y = f(x). 
xse llama variable independiente e y se : 
llama variable dependiente. E 
Cuando se diga una función f: R >R se 
sobrentiende que el codominio es el conjun- 


to R y el dominio el mayor subconjunto de 
R. 





Variable.- Es una cantidad a la que se le pue- 
de asignar durante elcurso de un proceso de 
análisis un número ¡limitado de valores. Ge- 
neralmente se representa por las últimas le- 
tras del abecedario. 





Intervalo de una variable.- Se llama interva- 
lo de una variable entre dos puntos a y b al 
conjunto de todos los números reales que 
cumplen con cualquiera de las siguientes 
condiciones. " 








a<x<b-> que se anota: [a,b] y se llama 
intervalo cerrado, porque incluye a los dos 
extremos. , 


ama, E PEE > és ps E 





a<x<b-> se anota: [a,bl 
se incluye a y se excluye b. 


a<x<b > se anota Ja,b] 
se excluye a y se incluye b. 


É Se E que una función es an, 
ando los elementos de B tienen una o va- 
peo pfaltnágeles cada uno. 


Se dice que una rió es inyectiva,si 

: “los elementos de B tienen una o > pinga 
ntraimágen cada uno. 

- También se cumple que a elementos dife- - 
rentes de A le corresponden elementos dife- 









dos los elementos de B tienen pa Ajo una 
contraimágen cada uno. 


También se cumple que es sobreyectiva e 
inyectiva. 


PRODUCTO DE FUNCIONES 


Sea f una función de A en B y g otra fun-. pe 


ción de Ben C. 


Conociendo f y gq, podemos definir una 
nueva función hde AenCa la que llama- 


mos producto o composición de f yg que > 


anotamos h=9,f, 





y = f(x); z= 9(y) = 9 [£(x)] 
gof=g [f(x)] 


Nota.- Debe tenerse en cuenta que en la 


notación gof primero se aplica f y después 





Se dice que la función es biyectiva, si to- 


EA 





ALGEBRA 


POTENCIACION 





E (a:-b)" =a"-b” — (ab)? =a?. b? 


(am)? = ¿mn —= (a)? =a?? =4af 





Ss 
a an as a 
Ai a a 
b b b b$ 
. amas min ¿had = 27 
m 5 
| a =gmon > A 
a” SE 
| 
p Mn 4 
: AAN ASS Ya 
sd 1 
an — — A 
da a 2 
: a 
AI 


A 


HB =ZÑ 


Otros valores 


mE . —=0. —=0: 
> 0; 0; 


L= indeterminado 


número par se anota 2n 
número impar se anota 2n+1 






RADICACION Ñ 
Va Vo=Vab — Va-Vb=Vab 
yo => Ja Va 
NR > O 
Va WiV ar — Va VB 
(Vany?= Ya — Vip =V4 
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Va= qn Va= 5 
PRODUCTOS NOTABLES 
(a +b)? = a?.+ 2ab + b? 
(a =b)? = a? —2ab + b? 
(a + b) (a—b)= a? —b? 
(a+ b)3=a3 +3a? b+ 3ab? + b3 
(ab)? = a? —3a? b + 3ab? — b? 





COCIENTES NOTABLES 


n 
xa E E E 
=x" 1 + ax 24 2 3+ 5 
x-ad 
cana 
MO a A O a 
RA AN 
xta 


+ ¿na? xa 


Es divisible si n es par. 


—20— 








a : 
a A, 
Echa 4 
ER qn? 7 xa 
Es divisible si n es impar. 
xan+ Sn 


x-a 


=xúuix axm?+ a? - 34 ns 


a 
x-a 


Nunca es divisible. 


BINOMIO DE NEWTON 
Fórmula: 


(a+)? =( 0) a+ (7) 07 b+ 
n n 
+ n+25% ( ) n-3 EFE 
(7) + (Jaro 


E n 20. p204... 
+0) A 


LES, Y pan 











Fórmula para calcular un término 


cualquiera. 


CN A ) n-h+1 ph-1 
h-1 


FACTORIZACIONES 
a?— b?= (a+b) (a-b) 
a? + 2ab+b?= (a+b)? 
a?— 2ab+b?= (a-b)? 
x + ax+b= (x+n1) («+n2) 
Siendo a=n,¡+nm y b=n,-n 
a)+b?= (a+b) (a? - ab+b?) 
ad- b?= (a-b) (a? + ab+b?) 


od 


Ruffini>x?—7x +6 









x?- 7x+6= (x-1) (x-2). (x+3) 


Aplicaciones de la factorización.- 


a) Para simplificar quebrados. 

b) Para resolver ecuaciones. 

c) Para sacar fuera de las raíces determi- 
nados polinomios. 

d) Parael estudio del signo de determina- 
das funciones. 


Es 
RAZONES Y PROPORCIONES ES 
AEESE : 
A ad=cb 
Deszd E 
a+tb cd a-b_c=d 
b d b d 














atb -c+d 
— —r — 


a-b  c-d 
CALAS o 
290 f b+d+f 
Cuarta proporcional 
E] b? 
KT—= — >x=— 
b x a 
Media porporcional 
a = IS >x=aw / a-b 
Xx b 


A SA a+b 
Media aritmética > E z 


Media geométrica > Y a:b 


ECUACION DE SEGUNDO GRADO 
ax?+bx+c=0 


-bivVb?- 4-a:c 


Fórmula — x= 
2.a 


AS 










e . b e 

S=xXx1+ X2 == — PSP 
a a 

x2=Sx+P=0 


ax?+ bx +c= a(x-x1)(x=x2) 


ESTUDIO DEL TRINOMIO. 


Forma general del trinomio 
y =ax*+bx+c 


1%) Igualamos el trinomio a cero y calcula- 
mos sus raíces. 

2”) Factorizamos > y = a(x-x,)(x=x2) 
37) Estudiamos el signo 

4%) Calculamos el máximo o mínimo con las 
fór mulas. 


sx 


cb? b; 
dto e OR 
la 2a 
5%) Hacemos la representación gráfica a- 
- proximada. 


Cuando a es positiva (dá > 0) el trinomio 
- tiene mínimo. 


A 





| 








Cuando aes negativa (a < 0) el trinomio 


tiene máximo. 


a> 0: Mínimo 
Raíces reales 
y distintas. 


y 


a>0; Mínimo 


Raíces imaginarias 


conjugadas 


Y xi=X2 xy 


a<O0; Máximo 


Raíces, reales 
e iguales 





x1—=X2 


a>0;Mínimo 
Raíces, reales 
e iguales. 


a<0; Máximo 


Raices reales 
y distintas 
y xXx 


as 


a< 0; Máximo 
Raíces, imaginarias 
conjugadas 


E 









- SUMATORIA 


Se utiliza para anotar en forma abreviada 
suma, y Se usa el símbolo Y 


Ejemplos ds 


a) 142+3+4+... 
k == mn LR 
Se anota 7 k e. 


> 


b) 12+ 224 32+ 4? 


CEA 

2 

Se anota 2 k 
Ls 


c) a+ az + az += ago 





k=40 
Se anota A 
k=1 


Puede sustituirse la letra k por otras le- 
tras, generalmente ¡ y j. 


ET ER 





Propiedades 


a) Pa (ay + bi.) = ar + SD 


1 A, JS 71 
n n 
b) ) Número-a, = Número >) as 
a e 


n 
c) > .Número= Número-n 
k=1 
LOGARITMOS 
lg (a-b) = Iga + lgb 


a 
la (—) = Iga —lgb 
qn ga —lg 


lg (a”) = n-Iga 
| 
19 Va= + 
A Z 


Cambio de base 
Ig, b-lgy a= 1 
O 





- Observaciones E 
lg O0==—0;e=2,7182818284 
M= lg e= 0,4342945 


PROGRESIONES ARITMETICAS 


a¡= dn - (n-1)-" 
a,= a+ (n-1).r (= =AL 
n-1 


ns AS 
r 


_ At An as = 2a. - dn 
an = 2a¿-aj 








25 
a= PRE 
n 
+a,)- 
e (ay +an)-n E 255 E 
2 n 
ASA 
n= 
a+ an 


0% 


- [2a,+ (n-1)-r]-n 








A AY 
| 
5 


ac? Término central 


PROGRESIONES GEOMETRICAS 











An 
| ez 
! : | 1 pn=1 
: n-1/ An 
= nm-1 r= pricas 
y dp” aj: T 
| e 
lg an— lg a 
E 9 an 9 L4 1 
lg r 
2 
A 
a.= Va;-an E 
SS 
n ar 








ES 
= y (a1:an)" dp = pi 


219 P 
n= Ai 
lg ay + 19 án 


(r-1)-Sp+ ar > 








adn = . 
S, = 252 a1= ap-r-Sp:(r-1) 
r-1 
- nar 
Sah E 
E > 
ce ( 1d 
aj 
S.= 
pi 










- PROGRESIONES DE ORDEN SUPERIOR 


Son las que están definidas por la función 
entera. 


Y =Ag: "+ AO A ny. 
=-+ Am 


FORMULA DEL TERMINO ENESIMO 


Y = 07) Al (1) A+ 
1 2 
q Ja qe... 


Y; Y, Y3 Ya Ys Yó 








FORMULA DE LA SUMA DE LOS TERMINOS 
-(N Nu E 2 7 A 
ssl, +5) Ss +), Aj + 


PROGRESIONES HIPERGEOMETRICAS 


a1, 42, d3 :* dp 


A> f Creciente 


An an+B a:= 0 Progr.geométrica 
f< y Decreciente 


an an+y 
Fórmula de la suma 


s. = An(n-a+B) - as y 
= a+B-y 


ne 





GEOMETRIA 


ARCOS Y ANGULOS 


a= arco AB ea 


2 
A D 
FO: 
- arc AB + arc DC as arc CD-arc AB 
2 2 


RELACIONES METRICAS EN UN TRIANGULO 
RECTANGULO B 


dd | 41 
3 E 900 
| al e 


Pitágoras > AC?= AB?+ BC? 
BA 








AB?= AC-AD 
Euclides > BC?= AC-DC 
BD*= AD-DC 
SUPERFICIES EA H 
E i AR 
sa Rectángulo 
. Cuadrado S=b:H 
== p2 > 
b--b1-4 
f-=D2==t Rombo 
Trapecio regular s= d¡-d> 
— (b,+b>)-h 2 
Ss == LAA 
va 
A 
poa Triángulo 
Paralelogramo — b:h 
S=b:h ES 


— 5 | 





Polígono regular 
ES sE P.a p= Perímetro 
2 La, > Apotema 


>) Circunferencia > C= 2-T-R 


Círculo >S=m-R? 


ARI A 





Prisma 


3 b > base 
E k h =>altura 


=> largo 
= la-h a > ancho 


h > alto 





Paralelepípedo En e 
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h > altura 








b > base 
V=b-h 1 h> altura 








b=1.-R? 
V=x-R?-h 
y= b-h a 
3 h > altura 
- Pirámida "E 
b => base 
h => altura 
a Sono. A 
ES Amr 
ES, os 
Esfera 








SE E É 
VECTORES 
















Un vector puede darse de tres formas: a) 
en forma geométrica (flechas) ; b) conocien- 
do las coordenadas de su extremo y origen; 
c) conociendo sus componentes. 


Componentes de un vector.- Es el punto 
que tiene como abscisa la diferencia de las 
E -abscisas y como ordenada la diferencia de 


las ordenadas de los puntos que forman el 
xtremo y el origen. 


Ejemplo 

: aes el origen > a(x,, ya) 

b es el extremo > b(xp, Yp) 
Se anota ab 


- Componentes de ab= (Xb7 Xas Yp” Ya) 


SUMA DE VECTORES EN FORMA 
- GEOMETRICA. 


Cuando hay que sumar más de dos vecto- 
res, se emplea la regla del polígono y cuan- 


A 








- do son dos vectores se emplea la regla del 
triángulo o la regla del paralelogramo. 


Regla del polígono.- Se emplea para su- 
mar más de dos vectores y consiste en dibu- 
jar uno a continuación del otro, pero sin va- 
riar ni su dirección ni su sentido. Uniendo 
el origen del primero.con el extremo del úl- 
timo, obtenemos el vector suma. 


Ejemplo .- Hallar el vector suma de los si- 
guientes vectores. > 


1 


Resp.- Dibujamos uno a continuación del 
otro. 








: 
] 
] 





Regla del triángulo.- Es un caso particular 
de la regla del polígono, y se usa cuando se 
suman dos vectores. 


Datos 


a 
- E Resp.- 
6 
5 
Regla del paralelogramo.- Este método se 


usa cuando los vectores tienen el mismo 
punto de aplicación. 


WAS 


Datos 


Pe 
5 


SUMA DE VECTORES CONOCIENDO LOS MO- 
DULOS Y EL ANGULO QUE FORMAN 





Se aplica el teorema del coseno. 


A 





s*= a?*+ b?— 2ab-Cos (1800) 


Cuando a= 90 > s?= a?+ b? > Pitágoras 


SUMA DE VECTORES CONOCIENDO LAS PRO- 
YECCIONES EN COORDENADAS CARTESIA- 
NAS 


Se determina la suma de las proyecciones 
en cada eje y después se aplica el teorema de 
Pitágoras, para determinar el módulo del 
vector suma y la definición de tangente pa- 
ra determinar el ángulo. 


E 


Ejemplo: 
EjeX.- ay FC. 2D =ÉS 
Ejeya tay EDy Cy = Sy 


PE VEZ 








S 
tg a=— 
Sx 


TE 2 
Sy 


Sx Y Sy son las componentes del vector su- 
ma Ss. 


a es el ángulo que forma s con el eje x. 


e RESTA DE VECTORES EN FORMA 
4 GEOMETRICA 


Se usa el método del paralelogramo con 
el vector opuesto al sustraendo y el método 
del triángulo. 
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A * o 





Por el método del paralelogramo. 





Por el método del triángulo: 
Datos Resp.- 


ha 
fe 


PRODUCTO DE UN VECTOR POR UN NUMERO 





Cuando se multiplica un vector por un nú- 
mero, resulta otro vector que tiene la mis- 
ma dirección y sentido, cuando el número 
es positivo y sentido contrario cuando el nú- 
mero es negativo y el módulo que resulta es 
igual al producto delnúmero por el módulo , 
del vector. 





AS 











PRODUCTO DE DOS VECTORES 


En el producto de dos vectores hay dos ca- 
sos: 1%) El producto escalar cuyo resultado 
es un número y 2”) El producto vectorial 
cuyo resultado es un vector. 


PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES 


Dados dos vectores a y b que forman un án- 

gulo a, se llama producto escalar y se anota 
e > 

a:b al producto de sus módulos por el cose- 

no del ángulo que forman. 


Fórmula 

a b= a-b-Cos 
Este producto resulta 
un número 
El producto escalar también se define co- 


mo el producto de uno de los vectores por 
la proyección del otro sobre él. 


PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES. 


mp. 
7 


Dados dos vectores a y b que forman un 
: pr 
ángulo a, se llama producto vectorial de a y 


Ate y ES 


E ió ió 





eS y se anota ax baotro vector e que es per- 
E noidicular al plano que forman'a y b cuyo 
módulo se calcula con la fórmula. : 


c= a:b-Sen q 





Para determinar el sentido de c procede- 
mos así: 

Tomamos el eje perpendicular que pasa 
por el origen común a los vectores con- la 
mano derecha, de tal manera que el sentido 
de los dedos indique la rotación del vector 
“a hacia el b sobre el ángulo agudo « que for- 
man los vectores. 





El dedo pulgar indica el sentido de C. 





Nota.- El producto vectorial de dos vec- 
tores no es conmutativo, por lo tanto: 


 — — 


axb+bxa 
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xb=c ybx =-=c. 


> 
a 


Se cumple: 


OPERACIONES CON VECTORES DADAS SUS 
COMPONENTES 


vector a > 3 (Xa, ya) 
Datos Sd 
vector b > b (xp, yp) 


Suma: 


— 


2+D= (x2+ Xp» Ya+ Yo) 


Diferencia: 


a-b=+ (Xx - Xb» Ya - Yb) 
Producto de un número por un vector: 
ka= (k-Xa, K-ya) 
Producto escalar de dos vectores: 
POS Xa" Xp E Ya: Yp 


EA 


Módulo o longitud de un vector . 


Xx e ES 
El módulo de a se anota a y a veces lal 


a=lal= Vx? + y? 


—. Base canónica de V2.- Son los vectores i, 
j que tienen como componentes. 
T= (1, 0) ;3=(0, 1) 


Notación de un vector en combinación 
lineal de i, j: 


a= (Xa» Ya) >3= Xa* 15 Ya: 3 


ES 





TRIGONOMETRIA 


Valores de las funciones trigonométricas 
de los ángulos notables. 


T= 180" 





vs 














DEFINICION DE LAS FUNCIONES 


TRIGONOMETRICAS 





Cat,o 
E ido o 
Hip a 
d 
a b AZ EA c 
Hip a 
s Catop _ b * 
YE AS 
Cat,ad € 


SIGNO DE LAS FUNCIONES 
TRIGONOMETRICAS 


(2) s | s (5) 





ES GE 
SE 


Regla práctica 


Son positivas 


En el primer cuadrante > TODAS 

En el segundo > El seno y su inversa 

En el tercero > La tangente y su inversa 
En el cuarto > El coseno y su inversa. 


Las funciones inversas tienen el mismo 
signo que las funciones directas respectivas. 


==> 





RESOLUCION DE TRIANGULOS 


Rectángutos 
Siempre aplicamos las definiciones de las 
funciones trigonométricas al ángulo conoci- 

Catsop _ b 


do. 
Sen A= ; 
Hip a 
a b AE ad RES 
Hip a 
m3 eS Cat,op A 
Cat,ad c 


Oblicuángulos 
Teorema del Seno 


yy 2 c 
Sen € 





a = 
SenA  SenB 








Teorema del Coseno 
al=b?+ c?- 2bc-Cos A 
b?= a? + c*— 2ac:Cos B 
ua b?- 2ab-Cos € 





E 





's Teorema de la Tangente 








A+B A+C 
tg AS 
atb Y 2 ate 
apt AEB a-c AZC 
pc At t — 
tg > 9 2 


REPRESENTACION GRAFICA DE LAS 
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. 


Sen A= MP” 
Cos A= OM 
tg A=NQ 
CtgA=SR 
Sec A= QQ 
Csc A= OR 





IDENTIDADES FUNDAMENTALES 
Sen?A + Cos*A= 1 


Ty A= Sen A 


Sec? A= 1+ta? A 
Csc?A= 1+Ctg? A 





| 
A 








eS 


— SUMA Y DIFERENCIA DE ANGULOS . 







Sen(A+8)= Sen A-Cos B+Cos A-Sen B 
Sen(A-B) = Sen A-Cos B-Cos A“Sen B : 
CosfA+B) = Cos A-Cos B-Sen A-Sen B $ 
Cos(A-B) = Cos A-Cos B+Sen A-Sen B 

tg A+tg B 
1—tg Antg B 


$  .tg(A-B)= 9 AntgB_ 
1+tg A-tg B 


atg(A+B) = 


E ANGULO DOBLE 
Sen 2A= 2 Sen A-Cos A . 
Cos 24 = Cos? A-Sen? A 


q ig A 
Ss - ANGULO TRIPLE 

: Sen 3A=3 Sen A—4 Sen? A 
De Cos 3A=4 CosóA-—3 Cos A £ 
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El 
tg 3A= 3tg A—tg?A 
1-3tg? A 


ANGULO-MITAD 





-C a € 
Sen A 2 Sen — OS 


A A 
: Cos A=Cos? — — Sen. =, 
Os o AS 
E A? 


2tg—= E 
¿A z 


L o 








E 
á E 
FORMULAS DE cos 2A 
' Sen A=+ Ñ / 15Cos 2A 
2 
Cosa=+,/+14C0s2A 
3 2 
a Aza 15Cos 2A 
e e 1+Cos 2A 


e 








sE FORMULAS DE COS A 


ER 15 a de 
= y === | 
7 a 
a o | 
J-1-CosA_ E | 
1+CosA : 


ANGULOS NEGATIVOS 


+ 


Sen 


Sen (A) = —Sen A — Csc (A) == Csc A 
Cos (A)=CosA —»- Sec (A) = Sec A 
Ag (FA)=-tgA  — Ctg(-A)=-Ctg A 


ANGULOS COMPLEMENTARIOS 
Sen (90—A) = Cos A 
Cos (90—A) = Sen A 
tg (90—A) = Ctg A 


SS 





Ctg (90—A)= tg A 
Sec (90—A) = Csc A 
Csc (90=A) = Sec A 


ANGULOS QUE DIFIEREN EN 90% 
Sen (90+A) = Cos A 
Cos (90+A) =-— Sen A 
tg (90%+ A) =- Ctg A 
Ctg (90 +A) ==tg A 
Sec (907 +A) = -Csc A 
Csc (90+A) = Sec A 


ANGULOS QUE DIFIEREN EN 1809 


Sen (180+A) =-Sen A 
Cos (180+A)=-=Cos A 
tg (180+A) = tg A 
Ctg (180+A)= Ctg A 
Sec (180”+A) = Sec A 
Csc (1807 +A) = -Csc A 


E y po 





A EN 


FACTORIZACION 


A-B 
¿Cos (== 
). Cos ( e ) 





Sen A+Sen B= 2 Sen ( ES 





Sen A-Sen B= 2 Cos (2 2 Sen 7 








Cos A+Cos B= 2 Cos (£ ds Co ¿e E 








Cos A-Cos B= -2 Sen eS Ei «Sen mE pe ) 
Se (A+B) 
Cos A-Cos B 
Sen (A-B) 


Cos A-Cos B 


tg A +tgB= 


tg A-tgB= 


Otras factorizaciones 


Sen? A-Sen?B = Sen (A+B)-Sen (A-B) 
Cos? A-Cos? B=-Sen (A+B)-Sen (A-B) 
Cos? A-=Sen?B = Cos (A+B)-Cos (A-B) 

Sen? (A+B)-Sen? (A-B) = Sen 2A-Sen 2B 
58 — 






(A+B)-Cos* (A-B)* 


1+Cos A= 2Cos? Se 







1-Cos A= 2Sen? _ 
NUMEROS COMPLEJOS - aa 
- Suma 


Z,+/Z, = (a, + az, b,+b2) 


Resta 
Z,-Z2= (a, a2,b,7b2) 


Producto 


Z¡-Z,= (a, a, b1:b2, a1:b2+ br: 22) á 
E División : e 

Zy _ (2122 + b1:b> b¡- az-ar:b, 

Za abs A a 





Unidad imaginaria 
101515 v-1 


Potencias de i 
Pri =1?+-1:1%=-1 


Forma trigonométrica o Polár 





pa ---4 


a+bi=r (cos a +isena)=r Cisa 
ENE gas 
a 


Producto.- Se multiplican los módulos y se 
suman los argumentos. 


Zi-Za =1,- 12-Cis (04 +09) 


División.- Se dividen los módulos y se res- 
tan los argumentos. 


A : Me 





E 21 = 1 cis (0-02) 
Za 16) _ 






Potenciación.- Fórmula de Moivre.- Se po- 
tencia el módulo y se multiplica el argumen- 
to por el exponente. 


Z” =r" Cis (na) 


Radicación 


- 
Vz= Vi cisa= Vr cis EAT 
n . 


ARITMETICA COMERCIAL 
INTERES SIMPLE 





3 curt(a) dE ctas c-r-t(d) 
100-370 12.100 ' 360-100 
Descuento comercial 
N.r-t E.r:t 
- d=N—Ed= == 
q 100 S 100-r-t 


N => valor nominal E > valor efectivo 


Es 





Descuento racional 


A O 
100+r-t 100 
N => valor nominal E => valor efectivo 
| INTERES COMPUESTO 


: Cf > capital final 
C; e C; (1+r) 
C¡ > capital inicial 


€ E 





Anualidad anticipada 
Anualidad diferida 
cy= arte. LEE 
Cfr 


“ (En(Q+nt-1] 


== 


COMBINATORIA 
Números combinatorios; propiedades 


on 
(m)-(,5) 
O UN 


Vm.n = m(m-1) (m-2) (m-3) ... (m-n+1) 
m! 





Van E (mn)! 


Con repetición VRim,n=m" 


PERMUTACIONES 


Pm =m! É 


— (m-1)! > 
Circulares > PCm= e an 
; ! 
; peas abc 
Con repetición — PR" no 


a 








— (m+n-1)! 


Con repetición — CRmn= == (m-1)! 


OPERACIONES CON MATRICES 


Datos 
abel ABC 
A=ld e fl; B=|DEF 
9h: i GHI 

Suma 


o a as A a y 8 
¿A+FB=|d+D. e+E  f+F 
GEGS == HA 5:4% 


Tiene las propiedades Asociativa y con- 
mutativa- : 


== 


aA=b-B  e-cC e 
A-=B=|d-D e-E  f-F 
g-G -h-H 4-1 
Producto 
ka kb kc 
kA= | kd” ke kf 
kg kh ki 


Producto de A por B 
Se procede así: 


la primera fila de A (a,b,c) se transforma 

en columna y se multiplica número a núme= , 
ro por cada una de las columnas de B. Las 
sumas algebráicas del producto de cada dos 
columnas, nos da un elemento de la matriz 
producto. 





PE A 





Calculo de la primera fila 


a 
b 


AB C 
DE. F 





E A 


a:B 
b-E 
c:H 
Y= a:A+b-D+c-G 
B= a-B+b-E+c-H 

y= a-C+b-F+c+l 


a:C 
+A 
Cc: 


aA 
b-D 
cG 


=0 2h == 











Cálculo de la segunda fila 


d ¡ABE 
DEE 
f-[G H 1 


d-C 
e-F 
fl 
$8=d:Ate-D+fG 
A=d-B+e-E+f-H 


2. 














- €=d-Cte:FFHl 


Cálculo de la tercera fila 

9. |A BC 

h |D-.Es- HB 

1 G-HA 
A 9-B 9:C 
h-Di=p hEl=p9 hF|=0w 
¡-G 4H ¡-] 














p=9-A+h-D+i-G 
p=g-B+h-E+i-H 


w=qg.C+h-F+ 1-1 
Respuesta 
a By 
AB=|6 4 € 
pe 


El producto tiene la propiedad asociativa 
y distributiva respecto a la suma. 


" 





DETERMINANTES 
da 4 


b, 


= ar:b,- a,b; 








REGLA DE SARRUS 


Diagonales  Diagonales 
principales secundarias 


NN ZA 


REGLA DE CRAMER 
ayx+b,¡y+ciz=k, 


a2x+b2y+c2Z= k, 
azx+tb3y+c3zZ= k3 














k; Di El a k 1o=Cf 
ka ba C2 a2 ka Ca 
k3 b3 C3 Se E 
Y E 
bi-=cf aj b; Ci 
ba Ca a ba Ca | 
b3 C3 d3 b3 C3 
a; b; ki : 
a b> ka | 
az b3 k 
VA = 


Aj DT Sef 
da bc 


aa D3 C3 






DETERMINANTE DE VANDERMONDE 


1 1 1 1 

a b:-=6 d 

a? b? e? d? E 
ad 


= (b-a) (c-a) (d-a) (c-b) (d-b) (d-c) 
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TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS 
h= característica de la matriz formada por 
los coeficientes de las incógnitas. 
H= característica de la matriz ampliada. 


Cuando h' > h el sistema es incompatible 


Cuando h'= h el sistema es compatible 


Cuando h'= h=N? de incógnitas, el sistema 
es compatible determinado 


Cuando h'= h <N? de incógnitas, el sistema 
es compatible indeterminado 


IGUALDADES SIMBOLICAS 





'o 
N20=0; o; E 
N2 
Ne.o=co; Mo; e 
N2+oo=+o0; (too) +(+to00)=to0 
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POTENCIAS SINGULARES 
0**=0: at 


(+00) = +00; — (+00) =0 


INDETERMINACIONES 


LIMITES 


A, tiende aa Se anota: A>a 
B, tiende a b Se anota: B>b 


Propiedades: 


Suma > Lim (A+B) = Lim A+Lim B = atb 
Producto > Lim (A-B) = Lim A-LimB= a-b 
A) LimA 


AA ES b+O 
B LimB b 


== HS 


Cociente > Lim (2 





Potencia > Lim(A?) = (Lim AJ=" PB =4P 


Logaritmo > Lim(lg, A) = lg, Lim A= lg, a 


CALCULO DE INDETERMINACIONES 


Indeterminación de la forma E 


Se factoriza el numerador y el denomina- 
dor para simplificar. 

En otros casos se multiplica el numerador 
y el denominador por la expresión conjuga- 
da del numerador o del denominador. 

Si ninguno de estos métodos resulta, se 
aplica la regla de L'Hopital. 


Indeterminación de la forma = 


Se divide numerador y denominador por 
la potencia de mayor grado de la variable. 


DEAL TE 
Resumen ES A AÁ 
o Bo AD A 


— 1 — 





5, h=k>m= 2 
o 


Si, h>k=> lim=0 

Si, h<k= lim=0 E 
Cuando este método no resulta se aplica 
la regla de L'Hopital. 





indeterminación de la forma «o -«o 


Se hacen las operaciones necesarias para 
eliminar la indeterminación. 

Si en las transformaciones anteriores sigue 
la misma indeterminación, se multiplica y 
se divide la expresión por su conjugada. 


Si ninguna de las transformaciones resul- 
ta, se aplica la regla de L'Hopital haciendo el 
siguiente artificio: 


Evo RS 


xX>00 X—>00 


E E 





1 1 


a ER 
1 ' 


Foo" o) 








Foo fo 
0 
queda de la forma: e 


indeterminación de la forma 0 - oo 


Eno =07 y > fia) 29 


x>a x—>a 


Fix" Fix) = 0-00 


Se transforma en = escribiéndola así: 


Evo 
1 


foo 





Eco feo = 





Se transforma en eS escribiéndola así: 


A ÑÁ 


- 


A 


f 
Evor fa) = E 





Evo 







Si ninguno de los procedimientos anterio- 
res da resultado, se aplica la regla de L'Ho- 
pital. 


Indeterminaciones de las formas 1%; 0? ; oo” 


Se aplican logarítmos neperianos con lo 
cual se transforman en la indeterminación: 
OQ. 

Después de hallar este límite, se aplican 
antilogaritmos. 


indeterminación de la forma 14 


En este procedimiento se usa la fórmula: 


Lim(A?) = glimB (A-1) 
A>1 
B> 00 


E LA 





EQUIVALENCIAS 
Cuando U=>1 =>LU=(U-1) 


Cuando U—> 0 
Sen U=U (1+U)”= m-U 
tg U=U aY—1-U-La 
arcSenU=U eu-1=U 
E PO 3 
e U-Sen U=— 

U? 6 
15Cos U=— 

e A 

L(1+U)=U - 3 


Cuando ñ > 00 
agn"+arn+a no agan 
L(ao:n" +a, 1! +a,:n 24...) = L(n”) 

qn Hay nl tan ) = L(nrk) 
bon +b¡.n 14 b) ne 24... 
Stirling>n!i=e"n" Y2r.n 
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CRITERIO DE STOLZ-CESARO 






D. Si a, y b, són dos infinitésimos, sien- 
do b, decreciente, si al tender n a infinito la 
. An—An+1 . . . 
razón ———— tiene por límite L, la razón 
Br—Dn+ 


pen también tiene dicho límite. 
rm 


An 


Resumen: Para calcular el lim + 
n>00 hb 
sabiendo que a, >0; b, >0 y que 
b1>b2> b3 >--- Calculamos el límite de 
An -An+1 
cuando n > oo 
bn - dn+1 


An 





Dicho límite es el de 


n 





=> 113 





HI). Sia, y b, son dos variables y bh es 
divergente y creciente, si al tender n a infi- 


An+174n 





nito la razón tiene por límite L, 
n+1>*b 


An 





la razón también tiene dicho límite. 


n 


8 
Resumen: para calcular el lim 
n=>00 bn 


sabiendo que b,>>o y que b, <b¿< b3<-" 





3 IÓ 
calculamos el límite de 
Dn +1.” an 
; Ha, a 
cuando n > es, dicho límite es el de 3 
n 





TEOREMA DE LAS MEDIAS ARITMETICAS 


Si una sucesión a, ,a2,d3 ,..., an tiene lími- 
te, la sucesión de medias aritméticas forma- 
da par los n primeros términos tiene el mis- 
mo límite. 


RE 











Resumen: Para calcular el EE 





apa asha Mas 

lim 1 2 3 n ha > 

n—=>00 n ñ 

calculamos el lim a, que'es el mismo. E 

n=>00 ' >. 

! 

TEOREMA DE LAS MEDIAS GEOMETRICAS : 4 

y» 

Si a,,a2 43 ,""*, an es una sucesión de tér- X 
minos positivos convergente o divergente, la 

sucesión de medias geométricas formada por 

los n primeros términos tiene el mismo lími- , E 


te. 
Resumen: Para calcular 
" n 
lim Y a¡:22-:d3:-dn 
=>00 


Calculamos el - lim a 
n=0o00 





n 


19 





ed 


RR 
lim Va; -a7:d3 ... dn = 


n=>00 









CRITERIO DE CAUCHY 


Sia;,a2, 43, ..., dp es una sucesión de 
A a . dl 
términos positivos y la razón y es con- 
ñ 


vergente o divergente, al mismo límite tien- 


de Y dn: 


Al n 
Resumen: Para calcular limvVa, calcu- 
A HO: 


An 





lamos lim que es el mismo. 


n>00 dn -1 


n 
limvVa, = lim ANS 





n>00 n>00 dn-1 





Nota.- El límite cuando n > oo de la raíz 
REE enésima de toda función racional en n que 
es positiva para valores suficientemente ele- 
vados de n, es igual a 1. 









lim 
n —>00 





Bn+ Ban 14 By ni +... 


También: 


lim V Anm+ Ant Ant. =1 
n > 00 


DERIVADAS 


N=K a NO) 
Y=X Es Y ==] 
Y=KU 7 Y'=KU' 
NA O PS 

U U' 
YN == o Yi= == 

K K 
y Ei A 

K K 














Yy=pn — 

Y=xn a 

Y=K.UN — 

Y=kKXx" — 
n 

Y=— . — 
n 

Y — 





Y'=n.Yy"!.y” 
Y =p. 
Y'=Kon-UTI.U" 
Y'=K.n-X1 


Y"= n-Yn1 Ji 














A A A 
















NE 1 a: 
21 X * 

Y =U'+ Vw 

Y'=U.V'+V.U" 


“ya UB O 










o 
a AT, 


ES 
Ú 
x |= ela x|= Pr os 





Y=k* — Y=kKeLK 
YES O 


Y =ex* — y'=pe4* 


Y =U0Y —= Y'=U*.LU.V'+ MUY UU 
WE FlipoT. >. Y =P) 


DERIVADAS TRIGONOMETRICAS 


Y =SenU. >. Y'=U'"Cos U 
Y=CosU >  Y'=-—U'.Sen U 


ye 0 
Y=gu. — 1 
tg Cos? U 
U' 
Y =CEt U — Y” == —__—_— 
E Sen? U | 


Y=SecUÚ -—> vY'=U'.SecU:tg U 

Y =CscU == Y!=-U".Csc U-Ctg U : 
a q 

vVizU? 


3 

Y=arc SenU — Y!= 
4 

—84— ' , 


at 








= arc Cos U 
Y =arctg U 
Y = arc Ctg U 


Y =arc Sec U 


Y = arc Csc U 








| 
| 
| 


convexa 0% 
1 


: 1 
= 


convexa Y 


REPRESENTACION GRAFICA DE LA 1Í Y 22? 
y 


DERIVADA 










S APLICACION DE LAS DERIVADAS ' A 


Función creciente y decreciente.- Para saber 
si una función es creciente o decreciente, ha- 
llamos el valor numérico de la primera deri- 5 
vada para el punto pedido. 


Si la primera derivada es positiva la fun- 
ción es creciente. 

Si la primera derivada es negativa la fun- 
ción es decreciente. (Ver dibujo página 86). 





Concavidad y convexidad.- Para determinar * 
la concavidad o convexidad de una curva, 
hallamos el valor numérico de la segunda de- 

] 





rivada para el punto pedido. 


Si y” es positiva es cóncava. 





* Si y” es negativa es convexa. 


(Ver dibujo pág. 86) 


MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS 


Primer método.- 1.) Se halla la primera 
derivada. 2.”) Se iguala a cero y se resuelve 
la ecuación resultante. 3”) Se sustituyen en 
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; “la primera derivada las raíces con valores un 
o poco menor y después un poco mayor, que 
+ el valor exacto de la raíz. Si el valor de la de- 
rivada es primero positivo y después negati- 
vo la función tiene un máximo para dicho 

valor de x y en caso contrario tiene un mini- 
mo. Ñ 





Segundo método.- 1.”) Se halla la prime- 
ra derivada. 2.”) Se iguala a cero y se resuel- 
ve la ecuación resultante. 3.”) Se halla la se- 

gunda derivada. 4.”) Se halla el valor numé- 
rico de la segunda derivada para x igual a las 
raíces reales de la primera derivada. 5.”) Si 
el valor numérico de la segunda derivada es 
negativo la función tiene un máximo para 
dicha raíz, y si el valor numérico es positivo 
la función tiene un minimo. . 


(Ver dibujo pág 86) 














; Puntos de inflexión.- 1.”) Hallamos la se- 
2 gunda derivada, la igualamos a cero y resol- 

: vemos la ecuación resultante. 2.?) Hallamos 
la tercera derivada y calculamos su valor nu- 
mérico para los valores de x iguales a las raí- 


































ces reales de la segunda dérivada: 3 5) Si el 
valor numérico de la tercera derivada esdi-" 
ferente de cero, hay un punto de inflexión. * 

Si da cero, hay que hacer tanteos así: 


Cuando la tercera derivada es difícil de 
hallar o no existe, o se anula para las raíces 
reales de la segunda derivada, se calcula la 
segunda derivada primero con un valor un +. 
poco menor y luego un poco mayor que la 
raíz de y”. Si este valor numérico cambia de 
signo, hay punto de inflexión. 


REGLA DE L'HOPITAL : 
Con esta regla podemos calcular el valor 
de las indeterminaciones 0/0 e co/oo y ha- 
ciendo artificios las otras indeterrainacios 
nes. , 








Indeterminaciones 0/0 e 0o/co e 


1.2) Hallamos la derivada del numerador. 
e independientemente la del denominador. 0 
2.?) Hallamos sus valores numéricos, parax 
igual al valor dado. El cociente de estos valo- 

res numéricos es el valor buscado. 
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Si la indeterminación sigue, se vuelve a 
derivar el numerador y el denominador in- 
dependientemente, tantas veces como sea 
necesario hasta que desaparezca la indeter- 
minación. 

Indeterminación 0-co 
Si cuando x>aó x>o9, lim F(,,=0 y 
lim f(., = oe ellim Fix)" f(x) = 0-00 
Esta indeterminación se transforma en 
0 00 


—ó— 


RA con los siguientes artificios. 


Ha 





Eovos foo? 1 A 
to e 
Ó también: 
oo oo 
AR AS 
Fay +0 


t 










Después de cualquiera de estas transfor- 
maciones se aplica: L'Hopital. 


Indeterminación «o - oo 
Si F(x)>00 Y f(x)>00 


lim [Foo 7 f10)]1= => 





Artificio o! 
f E 
AOS 
Pu toos z 1 3 
Evor fo. 


0 
que es de la forma TN 


Después de la transformación aplicamos 
L"Hopital. 
Indeterminaciones 0” ; oo” ;1% 


Cuando una expresión de la forma 


F Eo A 
(o) setransforma en alguna de las in- 
determinaciones 0*; 00”; 1%, se aplican lo- 


OZ 








garitmos neperianos, con lo cual el límite se 
transforma en f(,)-L F(.), que en todos los 
casos es de la forma 0-00 que ya conocemos 
cómo se elimina su indeterminación. 

Después de hallar el límite hay que apli- 
car antilogarítmos. 


GEOMETRIA ANALITICA 


Distancia entre dos puntos 





d=.Y (x=x1)+ (y y1) 


LA 

























Coordenadas del punto medio. de un : 
segmento A 





xx pe 
xn = > 2 
NT 
mA E. 


2 --X2--A 
La línea recta eS 
Inclinación de una 
recta es el ángulo (a) 
formado por el senti. 

do positivo del eje 
OX y dicha recta cu- 
ando ésta se supone 
orientada hacia arriba. 






Po 
ys 






y Pendiente o'coefi= 
ciente angular de una 
X recta es la tangente 
de su ángulo de incli 
nación. Se anota: 


tg a=m 





Pendiente de una recta conociendo dos 
puntos. 


tga=m= ERA 
Xx27X1 


donde x2 + xj 





Ecuación general de la recta 
Ax+By+C=0 


Forma explicita 
y= mx -+b 
m > pendiente 


b => ordenada en el 
origen 










do 


x m > Pendiente 


(x1 y 1)- coordenadas del punto dado 


Forma dos puntos 








VS 
Xx2-X1 





b2,y2) y-y1 (x-x1) : 


Lu yi) X 


En forma de determinante 












O 1 
ú X1 Yi 1|=0 
X2y2 1 ES 


de 
y 


ba. y1) y (a y2) son las coordenadas de los 
puntos dados 


Forma canónica 


ps 
a b 


a > abscisa en el origen 
b => ordenada en el origen. 





(a, b) > se llaman coordenadas en el origen. 


9 E 


Angulo de dos rectas 
y 
m¡— ma 
tre ————% 
IN X 9B 1+m;,-m, 


Paralelas > m2 = m, 
1 
Perpendiculares > m2 == ——= 
my 


Ecuación normal de la recta 
x Cosa + y Sena -p=0 


a.es elángulo que for 
ma la recta OP con el 
eje OX. 

Está comprendido 
entre 0% y 3609 


p es la distancia del centro de coordena- 
das hasta la recta  . Siempre es positiva. 





Nota.- Cuando la recta pasa por el origen 


p=.0 y elángulo (a), se mide con la normal 
hacia arriba del dibujo. 







Reducción de la forma general a la normal. 
Ax+By+C 
EY A?+B? 

AAN ES Y + a 0 

2VA?+B?  1vVA?+B?  1VA*+B* 


nO) 


Signo de la raíz 


Si C+0,-la raíz tiene signo contrario a C. 


SiC=0yB.*0, la raíz tiene el mismo 
signo que B. 


SiC=0yB=0, la raíz tiene el mismo 
signo que A. 


A 
2VA?+ 8? 
A 
VA +8? 
ct E 
er 
A 


Cos a= 


Sen a= 





Distancia de una recta a un punto 


d= |x, Cosa + y; Sen a — p] 





y 
BOY 1) 


q= lA +By1 +0] 


¿VA TA 


d es la distancia del punto a la recta. 


Es positiva cuando el punto P; está al 
otro lado de la recta respecto al origen. 


Es negativa cuando el'punto P, está del 
mismo lado que el origen respecto a la rec- 
ta. 

Distancia entre dos rectas paralelas 
o y 
¡e=c71 


O. e 
















Como son paralelas A y B son iguales para 
las dos rectas. 


d > es la distancia entre las rectas. 
C y C;, > son los términos independientes 
de las ecuaciones de cada recta. 


Area de un triángulo 











buy1) y 
(x2,Y2) 
E E! Ya, 
Si PE ASE 
xa e 





Nota.- El valor de la superficie se toma 
siempre positivo aunque en los cálculos re- 
sulte negativo. E 


Ecuación de las bisectrices formadas por los 
ángulos formados por dos rectas que se cor- 
tan. 
AxHBy+C_, A¡x+B¡y+C 


tVA+B? ivA?+B? 


=2 99 


Circunferencia 


ba+ (yo? =P 


Centro (a, b) 





8-4 


Cuando el centro es el origen: 
x? E y? = p 
Forma general de la ecuación de la circun- 
ferencia. 


x+ y?+Dx+Ey+F=0 


D=-2a; ES=2b; F= a+ b?- r? 


e ( D >) 
E 
e O 


Y D?+E2-4F 


2 
0 | 


Radio = 


3 A NS 
Tangente a la circunferencia en uno de sus — 
puntos. 

y 


P(x1,Y1) e xxi + y-Y1 = rn ; 


Punto: (x; y,) Es 


Potencia de un punto respecto de una cir- 
cunferencia. 


Puy) 
y Lay 


Potencia > p=PA-PB 


p=(u=a?+ (y boro 


AN = 2a; 
BB' = 2b 
FF? =2c; 





A O O NA a AE 
Ñ A Ñ 


Excentricidad > e= > 


o 


Radios vectores —"= a +ex; 11 =a-ex 
] uy 
Ecuación canónica =— + 47 =1 
a 
Tangente en uno de sus puntos 
X-X1 YY 
244244 1 
a? b? 
Ecuación general 
Ax? + By? + Dx+Ey+F=0 


A B,son del mismo signo y falta el tér- 
mino en xy. 


. Hipérbola 





r-r, = 2a; 


or=ex+aj r5r=ex-a 


- Ecuación canónica 
a pá 


e 


, bx 
Asíntotas — y=%* pe 


Hipérbola equilátera 
a y b son iguales. 


Ecuación: x? - y? =a? 


0 Asíntotas: Y=*xX 
Ecuación general 
Ax +By? +Dx+Ey+F=0 


A + Bytienen signos diferentes; falta el tér 
ino en x-y. z O 





Parábola 
AE=t;  FN=p 


y? 
M Ecuaciones: 
Xx y = fx , 
N 
A F y? = 2px 


CALCULO INTEGRAL 


$ turax + v.dx z w-dx) = 
=Hu:dx + fvax =fweax 


$ auax = a Sud 


fax=x=+c 


n+1 


x 
x”-dx= +C 
É n+1 
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$ cos u:du= Sen u + C 


ft udu== L Cos U e 


$ sec? u-du =tg u +0: 


$ se? u-:du =-— Ctgu EG 


E 
JS FR=regu re 
u 
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